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Powłoki cienkościenne

studium przypadków; geometria powłok, promienie równoleżnikowe i południkowe; wzór
Laplace’a; zależności na naprężenia w powłokach kulistych, walcowych i stożkowych;
przykłady obliczeniowe.



9.1. Powłoki cienkościenne – studium przypadków
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Technical Report EUR 20330 EN

Katastrofa lotu Aloha Airlines 243 (1988)

Błonowy stan naprężenia

Budowa butli ciśnieniowych Efekt testu rozwoju pęknięć 
gazociągu



9.2. Wzór Laplace’a
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𝝆𝟏 – promień równoleżnikowy

𝝆𝟐 – promień południkowy

𝒅𝒔𝟏 = 𝝆𝟏 ∙ 𝒅𝜶𝟏; 𝒅𝒔𝟐 = 𝝆𝟐 ∙ 𝒅𝜶𝟐;

𝑷𝒊𝒏 = 𝟎

𝒑 ∙ 𝒅𝒔𝟏 ∙ 𝒅𝒔𝟐 −𝟐 ∙ 𝝈𝟏 ∙ 𝒈 ∙ 𝒅𝒔𝟐 ∙ sin
𝒅𝜶𝟏
𝟐

−𝟐 ∙ 𝝈𝟐 ∙ 𝒈 ∙ 𝒅𝒔𝟏 ∙ sin
𝒅𝜶𝟐
𝟐

= 𝟎

dla 𝒅𝜶𝒊 → 𝟎: sin
𝒅𝜶𝒊

𝟐
≈

𝒅𝜶𝒊

𝟐

𝒑 ∙ 𝝆𝟏 ∙ 𝒅𝜶𝟏 ∙ 𝝆𝟐 ∙ 𝒅𝜶𝟐 −𝟐 ∙ 𝝈𝟏∙ 𝒈 ∙ 𝝆𝟐 ∙ 𝒅𝜶𝟐 ∙
𝒅𝜶𝟏
𝟐

− 𝟐 ∙ 𝝈𝟐 ∙ 𝒈 ∙ 𝝆𝟏 ∙ 𝒅𝜶𝟏 ∙
𝒅𝜶𝟐
𝟐

= 𝟎

𝒑𝝆𝟏𝝆𝟐 −𝝈𝟏 𝒈𝝆𝟐 − 𝝈𝟐𝒈𝝆𝟏 = 𝟎 𝝈𝟏𝒈𝝆𝟐 + 𝝈𝟐𝒈𝝆𝟏 = 𝒑𝝆𝟏𝝆𝟐 /: 𝝆𝟏𝝆𝟐𝒈

𝝈𝟏
𝝆𝟏

+
𝝈𝟐
𝝆𝟐

=
𝒑

𝒈 - wzór Laplace’a Pierre Simon de Laplace (1749–1827)
francuski matematyk, astronom, geodeta i fizyk



9.3. Zbiorniki kuliste
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Ze względu na symetrię układu:

𝝈𝟏 = 𝝈𝟐 = 𝝈; 𝝆𝟏 = 𝝆𝟐 =
𝑫

𝟐
𝝈𝟏
𝝆𝟏

+
𝝈𝟐
𝝆𝟐

=
𝒑

𝒈
z rów. Laplace’a:

𝟐𝝈

𝑫
+
𝟐𝝈

𝑫
=
𝒑

𝒈
𝝈 =

𝒑𝑫

𝟒𝒈

Wytężenie

a) Według hipotezy Hubera:

𝝈𝒛𝒓 =
𝟏

𝟐
𝝈𝟏 −𝝈𝟐 𝟐 + 𝝈𝟐 −𝝈𝟑 𝟐 + 𝝈𝟏 −𝝈𝟑 𝟐 ≤ 𝒌𝒓

𝝈𝟏 = 𝝈𝟐 = 𝝈; 𝝈𝟑 = 𝟎;

𝝈𝒛𝒓 =
𝟏

𝟐
𝝈−𝝈 𝟐 +𝝈𝟐 +𝝈𝟐 = 𝝈 =

𝒑𝑫

𝟒𝒈

𝝈𝒛𝒓 =
𝒑𝑫

𝟒𝒈
≤ 𝒌𝒓 𝒈 ≥

𝒑𝑫

𝟒𝒌𝒓b) Według hipotezy 𝝉𝒎𝒂𝒙:

𝝈𝒛𝒓 = 𝝈𝟏 −𝝈𝟑 ≤ 𝒌𝒓

𝝈𝟏 = 𝝈 =
𝒑𝑫

𝟒𝒈

𝝈𝟑 = 𝟎;

𝝈𝒛𝒓 =
𝒑𝑫

𝟒𝒈
≤ 𝒌𝒓 𝒈 ≥

𝒑𝑫

𝟒𝒌𝒓

Obydwie hipotezy prowadzą do tych
samych warunków bezpieczeństwa.



9.3. Zbiorniki walcowe
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Dla zbiornika walcowego: 𝝆𝟏 =
𝑫

𝟐
; 𝝆𝟐 = ∞

𝝈𝟏
𝝆𝟏

+
𝝈𝟐
𝝆𝟐

=
𝒑

𝒈
z rów. Laplace’a:

𝟐𝝈𝟏
𝑫

+ 𝟎 =
𝒑

𝒈
𝝈𝟏 =

𝒑𝑫

𝟐𝒈

Z warunku równowagi parcia ciśnienia na dno zbiornika i naprężeń w przekroju południkowym:

𝑷𝒊𝒙 = 𝟎 𝝅𝑫𝒈𝝈𝟐 −
𝝅𝑫𝟐

𝟒
𝒑 = 𝟎 𝝈𝟐 =

𝑫𝒑

𝟒𝒈

Naprężenia obwodowe w walczaku są dwukrotnie większe
od naprężeń wzdłużnych ( 𝝈𝟏 = 𝟐𝝈𝟐 ), co wyjaśnia
najczęściej spotykany sposób pękania tego typu obiektów.

=
𝝈𝟏
𝟐

tj. dwukrotnie większe
niż w zbiorniku
kulistym.

9.3.1. Naprężenia główne



9.3. Zbiorniki walcowe
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a) Według hipotezy Hubera:

𝝈𝒛𝒓 =
𝟏

𝟐
𝝈𝟏 −𝝈𝟐 𝟐 + 𝝈𝟐 −𝝈𝟑 𝟐 + 𝝈𝟏 −𝝈𝟑 𝟐 ≤ 𝒌𝒓

𝝈𝟑 = 𝟎; 𝝈𝟏 = 𝟐𝝈𝟐

𝝈𝟐 =
𝑫𝒑

𝟒𝒈

𝝈𝒛𝒓 =
𝟏

𝟐
𝝈𝟐𝟐 +𝝈𝟐𝟐 + 𝟐𝝈𝟐 𝟐 = 𝝈𝟐 𝟑

𝝈𝒛𝒓
𝑯 =

𝟑𝑫𝒑

𝟒𝒈
≤ 𝒌𝒓 𝝈𝒛𝒓

𝑯 = 𝟎.𝟒𝟑𝟑
𝑫𝒑

𝒈
≤ 𝒌𝒓lub lub𝒈 ≥

𝟑𝑫𝒑

𝟒𝒌𝒓
𝒈 ≥ 𝟎. 𝟒𝟑𝟑

𝑫𝒑

𝒌𝒓

b) Według hipotezy 𝝉𝒎𝒂𝒙:

𝝈𝟏 =
𝑫𝒑

𝟐𝒈
;

𝝈𝒛𝒓 = 𝝈𝟏 −𝝈𝟑 ≤ 𝒌𝒓

𝝈𝟑 = 𝟎
𝝈𝒛𝒓
𝝉 =

𝑫𝒑

𝟐𝒈
≤ 𝒌𝒓 𝒈 ≥

𝒑𝑫

𝟐𝒌𝒓

Przy takim samym ciśnieniu i takiej samej średnicy, grubość ścianki zbiornika walcowego, w stosunku do
zbiornika kulistego powinna być:

▪ 1,73 ( 𝟑) razy większa – wg hipotezy Hubera,
▪ 2 razy większa – wg hipotezy 𝝉𝒎𝒂𝒙

9.3.2. Wytężenie



9.3. Zbiorniki stożkowe
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𝝈𝟐 𝒚𝜶 𝜶

𝒉

𝒚𝜶 𝜶

𝐎𝟐

𝜸 Τ𝑵 𝒎𝒎𝟑 – ciężar właściwy cieczy

𝜸

𝜶

Promienie krzywizny: 𝝆𝟏 =
𝒓

cos 𝜶
𝝆𝟐 = ∞

𝝈𝟏
𝝆𝟏

+
𝝈𝟐
𝝆𝟐

=
𝒑

𝒈
z rów. Laplace’a:

𝒓

=
𝒚 tan𝜶

cos 𝜶
;

Ciśnienie w zbiorniku na wysokości 𝒚: 𝒑 = 𝜸 𝒉 − 𝒚

𝝈𝟏 cos𝜶

𝒚 tan𝜶
=
𝜸 𝒉 − 𝒚

𝒈

𝝈𝟏 =
𝜸 𝒉 − 𝒚 𝒚

𝒈

tan𝜶

cos𝜶

𝒚



9.3. Zbiorniki stożkowe
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𝜸 Τ𝑵 𝒎𝒎𝟑 – ciężar właściwy cieczy

𝜸

𝜶

𝒓

𝒚

Z warunku równowagi naprężeń w ściankach zbiornika 𝝈𝟐 na wysokości 𝒚 oraz ciężaru cieczy
zamkniętej w objętości walca - o promieniu 𝒓 i wysokości 𝒉 − 𝒚 - oraz stożka - o promieniu podstawy
𝒓 i wysokości 𝒚 , wynika:

𝑷𝒊𝒚 = 𝟎

𝝈𝟐𝝈𝟐

𝒓

𝟐𝝅𝒓𝒈𝝈𝟐 cos 𝜶 =
𝟏

𝟑
𝝅𝒓𝟐𝒚 + 𝝅𝒓𝟐 𝒉 − 𝒚 𝜸;

𝟐𝝅𝒚 tan𝜶𝒈𝝈𝟐 cos 𝜶 =
𝟏

𝟑
𝝅𝒚𝟑 tan𝜶 𝟐 + 𝝅𝒚𝟐 tan𝜶 𝟐 𝒉 − 𝒚 𝜸

uwzględniając: 𝒓 = 𝒚 tan𝜶 ;

𝟐 𝒈𝝈𝟐 cos 𝜶 = 𝒚𝜸tan𝜶 𝒉 −
𝟐

𝟑
𝒚 𝝈𝟐 =

𝒚 tan𝜶 𝒉 −
𝟐
𝟑𝒚

𝟐𝒈 cos 𝜶
𝜸


